
PROPRII~TES RI~GULARISANTES DE CERTAINS 

SEMI-GROUPES NON LINt~AIRES 

BY 

H. BRI~ZIS 

A B S T R A C T  

Let ~ be a convex 1.s.c. function from H (Hilbert) into ] - - o %  ~ ]  and 
D(~) = {u6H; ~b(u) < + ~ } .  It is proved that for every uo6 £)(~b) the 
equation -- (du/dt )(t ) ~ O~(u( t )), u(O) = uo has a solution satisfying '~(du(t )/dt )] 

(el~t) + c2. The behavior of u(t) in the neighborhood of t = 0 and t = + oo 
as well as the inhomogeneous equation (du(t)/dt) + Oc~(u(t)) ~f(t) are then 
studied. Solutions of some nonlinear boundary value problems are given as 
applications. 

Soit  H u n  espace de H i lbe r t  sur R et  soi t  q~: H ~ ]  - 0% + ~ ]  une fonct ion 

convexe semi cont inue  infdr ieurement  (s.c.i.), q5 ~ + oo. On pose :  

D(~)) = { u ~ H ;  qb(u) < + c o }  

Au = O~)(u) = { f e H ;  O ( v ) - ~ ( u )  >= ( f , v - u )  V v e H }  

D(A) = {u ~D(~); A,, ~ ~) 

AOu d6signe l '616ment de no rme  min imale  du  convexe ferm6 A u .  I1 est bien connu  

que A est max ima l  m o n o t o n e  au sens de Min ty  et Browder  et doric - A  engendre  

un semi-groupe cont inu  de cont rac t ions  S(t) sur D(A) (cf. [5],  [6],  [8] ,  [9]) .  

Rappe lons  que pour  tou t  Uo ED(A), il existe une fonct ion unique u ~ C([0,  + oo[ ;H)  

v6rifiant 

(1) u est ddr ivable  p.p.  sur  ]0,  + co[ 

(2) u est d6rivable  /t d ro i te  pou r  tou t  t > 0.  

(3) u ( t ) ~ D ( A )  pou r  tou t  t > 0 .  

d + / A  . . 
(4) - - ~ - ( t )  + A°u(t) = 0 pou r  tou t  t > 0 
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(5) u(O) = Uo 

d+u 
(6) T ( t )  -<_[A°uo[ pour tout t > 0  

Israel J. Math., 

On obtient S(t) en prolongeant par continuit6 ~t D(A) l'application u o ~ u(t) .  

S(t)Uo peut ~tre consid6r6 comme la solution g6n6ralis6e du probl~me (4), (5); 

toutefois dans le cas d 'un op6rateur A maximal monotone g6n6ral nous ne savons 

pas en quel sens (4) est v6rifi6. Nous montrons que si A = 9~b, alors S(t) jouit 

d'une propri6t6 r6gularisante comparable en un certain sens h celle des semi- 

groupes lin6aires analytiques; plus pr&is6ment on prouve que m~me si Uo ED(A),  

le probl6me (4), (5) admet une solution " for te"  d6s que t > 0. 

1. Le r~sultat principal. 

TH~ORi~ME 1. Soit  uo ~ D(A) ,  alors S(t)u o ~ D(A) pour tout t > 0 et de plus 

on a 

(7) IA°S(t)uol (1 +  )lA°vl + - -  t 

W > O ,  V t > O ,  V v ~ D ( A ) .  

Au t remen t  dit, pour tout u o ~ D(A), il existe une fonct ion unique u ~ c(r0, + ~[-;H) 

vdrifiant 

(8) u est d~rivable p.p. sur ]0, +ovr  

(9) u est d&ivable  ?t droite pour tout t >  0 

(10) u(t) ED(A)  pour tout t > O .  

d + u  . . 
(11) -d -E( t )  + A°u(t)  = 0 pour tout t > 0 

(12) u(0) = u o 

De plus on a 

d+u t (13) - -~( t )  < (1 +  lAo l +( )Luo i 
Ve > O, Vt > O, Vv eD(A).  

REMARQUE 1. L'estimation (7) permet de conclure dans le cas oi~ A est li- 

n6aire que la fonction t ~ u(t) peut 8tre prolong& ~t un secteur du plan complexe 

en une fonction analytique. Ce r6sultat n'est pas valable en g6n6ral dans le cas 

non lin6aire et il serait int6ressant de d6terminer la classe (probablement assez 

restreinte) des op6rateurs non lin6aires A dormant lieu ~t une telle propr 6t6. 
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REMARQUE 2. Lorsque  Uo • D(A) ,  on re t rouve (6) ~t par t i r  de (13) en prenant  

v = u o e t  en faisant  tendre s vers 0 .  

DI~MONSTRATION DU THI~OR~ME 1. 

Unicitd. Soient ul et u 2 deux solutions et soient 0 < t' <= t .  AprSs soustract ion 

des 6quations (11) correspondantes ,  mult ipl icat ion par  u 1 - u  2 et int6gration 

sur ] t ' , t [ ,  il vient 

[ ul(t)-,,,_(t) I __< I 
Faisant  tendre t '  vers 0 ,  on obt ient  u~ = u 2. 

I - ( I  + 2A)-a  
Existence. Soit A~ la r6gularis6e Yosida  de A i.e. A a = 2 

Soit ux la solution de l '6quat ion 

dux 
dt + Aplx = O, ux(O) = u o 

On sait que pour  tou t  u o • D ( A ) ,  lima_.oUx(t ) = S(t)u o. 

Par  ailleurs A~ = O¢x off Cx(u) = infv ~n {1/221 u - v  [ 2 + ¢(v)} est une fonct ion 

Fr6chet  diff6rentiable sur H (cf. Appendice).  Nous  commenqons  pa r  Stablir (13) 

pour  ua i.e. 

(14) I du~ -&- (t)[ (1 + + (1 I . o - . I  
t 

W>O, V t > 0 ,  V v • H  

Pour  simplifier les notat ions,  on suppr ime dor6navant  l ' indice 2 et on cherche 

~t p rouver  (13) moyennan t  l 'hypoth6se  suppl6mentaire:  ¢ est Fr6chet  diff6rentiable 

sur H et A = Oq5 est  lipschitzien. 

Soit v e H f ixd  et soit f = - Av; on a donc 

¢(u) -- ¢(v) _-> -- (f ,  u - v) Vu • H 

Posan t  ~(u)  = ¢(u)  - ¢(v) + (f ,  u -  v), il vient ~(u)  => 0 Vu • H et ~(v) = 0 .  

De  plus, l '6quat ion (11) s '6crit  

du 
(15) dt (t) + Oq~(u(t)) = f Vt > 0 

Premidre estimation. On a 

(16) ~)(v) - (o(u(t)) >= (Oc~(u(t)),v-u(t)) = f - d T ( t ) , v - u ( t )  . 

Or  ~(v) = 0; d 'of i  int6grant (16) sur ]0,  T [  il vient  
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fo fo l j 5(u(t))~t s I,,-u(t)l<~t +~l , (o ) - , , 12 - -~ l , , , ( r ) - ,~ l  ~ 

If[I --< II ~-u(t)l et + ~1~(o)-vl  ~. 

Par ailleurs 

et 

D'ofi 

[u( t )  - s(t)v I =< [u ( ° )  - v I 

ls(t)v-vl =< tlA,, I = t l f l .  

T 

fo @(u(t))a, ___< Tfl lu(o)-~1 +~m:l f l  ~ + t l~ (o ) -  ~1~ 

~ z~lz l  2 + tu(o)- ~1 ~ 

Enfm, puisque [du/dt I est d6croissant, on a 

(18) du =< ~ -<--I/I + #7@(o)) 

4 T  

Donc 

(fo T dUdt 2dt~ = .,l~lfl + 4q$(u(o)). 

f f l a u Y f T au ~dt) ~ 

Enfin, on a 

1 Ior~ 1 (17) T (u(t))dt < T I [I 2 + y l u ( 0 ) -  v 12 

Seeonde estimation. Multiplant (15) par duidt et int6grant sur ]0, T]- on 

obtient 

foT[ au ~ eT i dU \dt 

(noter que d/dt (J(u) = (8(J(u), du/dt)). 
Comm¢ ~(u(T)) >= O, on a 
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PREUVE DE (13). Soit t > 0 et soit 0 e l 0 ,  t [. Le th6orbme de la moyenne  

et l ' in6quat ion (17) appliqu6s avec T = 0 mont ren t  qu ' i l  existe t o e [0, 0] tel que 

?,(U(to)) <= ol: l  ~ + 1/0lUo-  ~i ~. 
L'es t ima t ion  (18) appliqu6e sur l ' interval le  [to, t] au lieu de [0, T ]  condui t  

l -  -< I:l+ to Ill+ ,/t 01 (,/ tfl + 401-1u°- 1) 

:) 
Enfin a > 0 6tant donnd, on choisit  

~/~-- o) 
___luo-vl. 

ta 2 ` / 0  1 1 1 + ¢ 2 ~ 1  
0 = ~ d e s o r t e q u e - -  - z e t  - • 

1 + ,I t  - o ,/oCt - o-----Y k - - d - - j - i - '  

on obt ient  alors (13). 

Revenons  au cas # n 6 r a l  off ~b est seulement suppos6 convexe s.c.i. Nous  avons 

6tabli que:  

(1 + a2~[Uo-V] 

'v'a > O, Vt > O, Vv z D(A). 

I1 en r6sulte que pour  tou t  t > 0 fix6, l A~ux(t) les t  born6 quand  2 ~ 0. Puisque 

u~(t) ~ S(t)Uo quand 2 ~ 0, on en d6duit que S(t)Uo z D(A) pour  tout  t > 0 et 

[A°S(t)Uol < (1 + 0lA°vl + (1 + e2) lUo vl 

'Ca > O, Vt > O, Vv z D(A). 

PROPOSITION 2. Soit uo z D(A) et soit u(t)= S(t)Uo ; a lors la fonction t ~ $(u(t)) 

est ddcroissante, convexe et uniformdment lipschitzienne sur tout intervalle 

[~, + oo [,  fi > O. De plus la fonction t ~ $(u(t)) est d~rivable 3 droite en tout 

t > O e t  

d + ld  + [ 2 
d---t dp(u(t)) = - ~ u(t) Vt > O. 

DI'MONSTRATION Soit t > 6 et soit h > 0. On a 

("+ ) 
~(u(t + h)) - ~b(u(t)) >__ - -d-t-u(t), u(t + h) - u(t) 
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et 

Or 

H. BREZIS Israel  J. Ma th . ,  

~)(u(t)) - ~o(u(t + h)) >= 

d+u . ] 
--d-~(t + h) <= 

+ h), u(t) - u(t + 

d+u (6) 1 

et 

O n  a 

Par ailleurs, 

droite; donc 

d+u 6 [ u(t + h ) -  u(t)[ <= h ~ (  ) . 

Par consdquent [~(u(t + h)) - < h[(d+u/dt)(6)[2 et ~(u(t)) est donc 

lipschitzien sur [g, + oo [. 

d(__d_i - u(t + h) - u(t).) d_~t u(t) z lim u(t), = 
h~O h " 

on sait (cf [6]) que la fonction t~(d+/dt)u( t )  est continue ~t 

[d + . . . . .  u(t+h)-u( t )~ [d + 2 
h~olim ~--d~Utt ~ n), -h "} = I-d-t -u(t) 

On en ddduit que dp(u(t)) est ddcroissante (resp. convexe) puisque (d+/dt)~)(u(t)) 
< 0 (resp. (d+/dt)~)(u(t)) est croissante). 

REMARQUE 3. Soit E(Au(t)) l'espace affine fermd engendr6 par Au(t) et soit 

E°(Au(t)) la projection de 0 sur E(Au(t)). 

Alors on a 

d + 
dt u(t) = A°u(t) = E°(Au(t)) p.p. sur ]0,  +oo[ .  

En effet, supposons que les fonctions t ~ u(t) et t ~, dp(u(t)) soient ddrivables en 

to et soit f ~ Au(to). On a 

~ ( v )  - 4~(u(to) )  >= ( f ,  v - U(to))  Vv e n .  

Prenant v = U(to _ h), h > 0, on obtient apr~s division par h et passage ~t la 

limite quand h ~ 0 

= , du t du d~b(U(to)) (f--d-}-(o)) = [ d u t ,  

Autrement dit 
du 
dt (to) est la projection de 0 sur E (Au(to)). 



Vol. 9, 1 9 7 1  SEMI-GROUPES NON LINr~AIRES 

2. Comportement de u au voisinage de t = 0 e t  t = + oo. 

On peut  pr6ciser le c o m p o r t e m e n t  de u(t) = S(t)u o au voisinage de t = 0. 

qg(u) ~ LI(O, 5) '¢6 > O. PROPOSITION 3. Soit  u o ~D(A),  alors 

On a u o ~ D(dp) si et seulement si 

d+u e L2(0, 6 ; H )  
dt 

Dans ce cas, u vdrifie 

c~(Uo) - qb(u(t)) = f ~ 
d+u 

(s) ] Zds --d-F 

En particulier si u o E D($)  on a Vt > 0 

---dT -{t)d+u'" < x/dP(Uo) - ck(u(t)), l u(t) - Uo [ =< x/~b(uo) - O(u(t)) 

4T 4; 
et l im dp(u(t)) = qb(Uo). 

t~O 

V6 > 0 .  

V t > 0 .  

REMARQUE 4. On notera  que D(A) c D((a) et D(A) = D((o). 
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avec 

Or  

I'~ du2 2dt 
~o~(Uo)- (o~(u~(6))= [ dt 

, 0 

1 [2 
¢~(,)  = ~ 1 ,  - j~o + 6 ( J ~ )  

J~v = (I + 2 A ) - i v .  

Pa r  suite 

En effet soit u ~ D(qb) et soit u, = (I + eA)-~u.  

On a 

~(u) - ~(u~) > [ u  - u~ u - u~) 

puisque u - u~ appar t ien t  /t eOdp(u,). Par  ailleurs qS(u~) > qS(v) + ( f ,  u~ - v) o~ 

f E d~b(v). I1 en r6sulte que u~ est born6 et donc  lim~_~o u ~ = u. D'  of iu  eD(A) .  

D~MONSTRATION DE LA PROVOSITtON 3. I1 e s t  imm6diat ,  grace ~t (17), que 

~b(u) e Ll(0,fi) .  Supposons  d ' a b o r d  que Uo ~D(qS) et reprenons  l ' app rox ima t ion  

introduite  dans  la d6monst ra t ion  du Th6or~me 1. On a alors 
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(19) ~(Jzu~(6)) + f f  [ du~ 2 dt at < (oa(Uo) < c~(Uo). 

Mais J~u~(6)~ u(6) quand 2-o 0 et donc passant h la limite dans (19) quand 
2--*0, on a 

du e L2(0, a ; H) 
dt 

avec 

fo  ~ d ~  t 2 (20) ~b(u(6)) + dt <= (a(Uo). 

R&iproquement. Supposons que (du/dt) ~ L2(0,6; H). 
Grfice ~t la proposition 2 on a 

(21) r~(u(s)) = q~(u(3)) + dt pour 0 < s < 6. 

Le second membre de (21) 6tant born6 quands --* 0, on en ddduit que uo e D(q~) 
et de plus 

f'd" (22) 4(Uo) < alp(u(6)) + dt, 
= o dt 

Comparant (20) et (22) on obtient 

&off il r6sulte que 

Par ailleurs 

[u( t )  - u0 [ =< 

f a du 2dt" ,/,(Uo) - ,k(u(6)) = o d t  ' 

lim (o(u(t)) = (O(Uo). 
,toO 

REMARQUE 5. 
En effet consid6rons sur R l'exemple suivant: 

( o ( u ) = { - l u  v s i u > O  &b(u)= 

+ o o  s i u < 0  

fo[ ( , )  s = 

Les estimations 5tablies ~t la proposition 3 sont "assez" prScises. 

; u  p-i  si u > 0  

s i u < 0  

a v e c 0 < p <  1 . 
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On v6rifie ais6ment que pour  u o > 0 on a 

u(t) -- S(t)Uo = [Uo 2-p + (2 - p)t] ll{2-p) 

et 
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d+u . ]<  2 
- d r  --(t) = --t- dis t (uo,  K)  

et f+°°c~(u(t))dt <: ½ [dis t (uo,  K)]  2 

D'oi* en part iculier (a(u(t)) < 1/2t [dis t (uo,  K ) ]  2 . 

Dt~MONSTRATION. Soit v o ~ K ;  prenant  v = v o e t  e = 1 dans (13) on a 

T (t)d+u''[ 2 :< Tluo-vol VVo / 

(noter  que A°vo = 0). 

Par  ailleurs, appl iquant  la premi}re estimation de la d6monstrat ion duTh6or~me 

l a v e c v  = v  o e t f  = 0 o n a  

fo T 1 12 ~(u(t))dt <= -~luo - vo gvo e K ,  V T > O .  

Enfin, comme la fonct ion t ~ ~o(u(t)) est d~croissante, on a 

o T 

Tc~(u(T)) <= Jo ~b(u(t))dt. 

REMARQUE 6. Les r6sultats de la proposi t ion 4 ont  6t6 obtenus comme "sous  

p rodu i t s "  des techniques du §1 et nous n 'avons  pas cherch6 ~ obtenir  les majora-  

tions les meilleures. Ces estimations semblent toutefois assez prdcises; en effet 

consid6rons sur • l 'exemple suivant 

~b(u) = 71 [u I p, aqS(u)= I u IP-2u avec p => 2. 

PROPOSITION 4. Soient  u o e D(A) et u(t) = S(t)u o . On a 

V t > O  

du 
dt (t) = [ u 2 - V +  ( 2 -  p)t] (v-1)/(z-v) 

Pour  Uo = 0 on a u(t)=O(t 1/(2-v)) et (du/dt)( t)=O(t  (v-')/c2-v)) p pouvant  ~tre 

choisi arbi trairement  voisin de 0. 

Comportement  de u au voisinage de t = + 00. On suppose maintenant  que 

~b atteint son minimum et que minn  ~b = 0. Soit K = {v E H ; q~(v) = 0}.  
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On a 

et 

Donc 

u(t )  = s ( t )Uo  = Uo [1 + (p  - 2) t  lUo I'-~] -~/('-~ 

du 
di (0 = luol'-=UoE  + ( p -  2)tlUo[P-z] -(x+uCp-2)) 

,,..Iv~l i 

[-~t-(t) ] = o(t -{' + ' ( -2" )  et ~(u(t))_-0(t-c~+ 21~,-% 

p pouvant ~tre choisi arbitrairement grand. 

I1 serait int6ressant de d6terminer si en g6n6ral du/dtELJ(6, +oo;  H) 6 > 0; 

ce qui impliquerait que limt_.+ oo u(t) existe. Notons ~t ce propos que si ~ v4rifie 

la propri6t6* "pour  toute suite born6e x. telle que ~(x,) - 0 on a lim infd(x., K) 

= 0"  alors lira t-. + oo u(t) existe. 

En effet, s i t '  => t on a 

dist(u(t'),K) <= [u( t ' ) -v]  <= [u( t ) -v]  Vv~K 

et done dist (u(t), K) ~ O. 

De plus 

] u ( t ' ) -  u(t)[ =< [ u ( t ' ) -  Projru(t)[ + IProhcu(t)- u(t)[ 
=< 2[u(t) - Projru(t) ] = 2dist(u(t),K). 

Par cons6quent u(t) est de Cauchy quand t ~ + oo. 

3. l~quation avee seeoml membre. On suppose pour simplifier que 

mintt¢ = 0 (on peut toujours se ramener ~ ee eas). 

PROPOSITION 5. Soient f ~ L2(0, T; H) et Uo E D(A). Alors il existe une fonction 

u ~ C([0, T]; H) unique vdrifiant 

(23) 

(24) 

(25) 

u est d&ivabIe p.p. sur ]0, T [  

u(t) ~D(A) p.p. sur ]0,  T[  

du 
dt ~ L2(6' T; H) VO < 6 < T 

avec (fr~ l(du/dt)(t)12dt)~ ~ 2(forlfl2dt) ~ + (1/~/6)Iu o - Vol Vvo~K. 

* Si H est de dimension finite ¢ette propri6t6 est toujours v6rifi6e. 
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la fonct ion  t ~, q~(u(t)) appart ient  ~ Lt(0, T)  et elle est continue sur 

]0 ,  T ] ;  plus prdcisdment la fonct ion  t ~dp(u(t)) est absolument  

continue sur [6, T]  VO < 6 < T,  et 

~Tt 2 + ~ ( u )  I clu\ p.p. sur ] O , T [  
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et par suite 

fo 

du 
dt (t) + Projgta,(t)) f( t)  - f ( t )  = 0 

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 5 

On consid6re l '6quation approch6e 

dua 
d-~- + Aaux = f sur [0, T] 

(29) 
u ~ ( 0 )  = Uo. 

Soit Vo ~ K fix6; comme minu ~b -- 0 on a ~b~ _>_ 0 sur H et ~b~(Vo) = 0. 

On reprend les id6es de la d6monstration du Th6orbme 1. On a 

dua t c~a(Vo) - ~a(ua(t)) >= ( f ( t )  - - ~ (  ), v o - ua(t)) 

T 

(°a(ux(t))dt <-- fo If(t) [ [ u~( t ) -  vo[dt  + l [ U o -  Vo[ 2. 

Retranchant de (29) (dvo/dt) + Azv o = 0, il vient apr6s multiplication par u z - v o: 

f' luo-vol +.o li(s)las. 

i.e. 

p.p. sur ] O, T[  

du 
(27) W + (Au - f ) o  = 0 p.p. sur ] O, T [ 

(28) u(O) = uo 

Si de plus uoeD(c~), alors on a du/dtEL2(O, T;H) avec (f~](du/dt)i2dt)½ 
< (f:[fl2dt)* + (¢(Uo)) ~ et la fonct ion  t ~ ¢(u(t)) est continue sur [0, T]. 

REMARQUE 7. 

Avec les notations de la remarque 3, on a 

du 
dt (t) + (E(Au(t))  - f ( t ) )  ° = 0 p.p. sur ] 0, T [ 
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Donc 
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fo~(~(t))dt< Juo-vo I f:lI'(t)ldt+ f : l / ( o J ( f :  If(s)lds) at 

+ ~1,,o ,,o _-< S(01d, + l u o - v o l  2 

S IS(') I:d' + luo- "o I:. 
o 

Soit 

- ¢:(,,~(o)a,__< Is(,)t2a, + ~ 1 , , o - , , o l  2 
T o o 

Fixant 6 ~ ] 0, T]  et appliquant (30) (avec T = 6) ainsi que le th6or~me de la 

moyenne on obtient to e [0, 6] tel que 

f + ¢~(,,~(,o))_-< Is( , )12a,+ I , ,o - , ,o l  2. 
o 

D'autre part, on multiplie (29) par du~ldt et on int~gre sur ] to, T[ .  I1 vient 
, 

dt (t) = ~to (f' ~d ]-~-dtq- +a(u~(to) ). 

Par cons6quent 

, at (0 ,o at (0 = If0)12dt a? < d.~ 2a~ < ,o 

+ .,/(z(ua(to)) 

Enfin 

(31) T d~ (t) 12dt ~ < Im(ol2a, ~ + ! l , , o  ,ol 
o ~/6 

Passage d la limite quand 2 ~ O. 

Supposant d 'abord Uo e D(¢) on a 

o dt (t) < f '  at ] at + c/)(Uo). 

et par suite (dux/dt)2 est born6 dans L2(0, 7"; H). 
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Par ailleurs 

- < 
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p.p. sur ] 0, T[. 

De plus, on a grace ~t (31) 

(32) ( f l  ~ dU 2dt'l'~ ] = (; If( t ) l  ~dt + - I 

Enfin dans le cas g6n6ral off u o ~ D(A), on consid6re une suite Uo, ~ D(¢)tel le  

que Uo, ~ Uo dans H. Soit u, la solution correspondante de l'6quation 

dun 
dt + A u , ~ f  p.p. sur ]0,  T[,  u,(0) = Uo. 

I1 est imm6diat que 

lu . ( t ) -u. ( t )  I < luo,,- uoml VteEO, T]. 

Par cons6quent lim,_. + ~ u, = u dans C([0, T] ;  H); u v~rifie (23), (24), (25), (28) et 

du 
dt + Au ~ f  p.p. sur ] 0, T[. 

Enfin Ies propri6t6s (26), (27) et Ia remarque 7 d6coulent ais6ment du 

LEMME 6. Soit u EL2(O,T; H) tel que (du/d t )eL2(O,T;H)  et u( t)eD(A) 

p.p. sur ] O, T[.  

On suppose qu'il existe gEL2(O,T;H)  tel que g(t)~Au(t) p.p. sur ]0,  T[ ;  

alors la fonction t ~¢(u(t))  est absolument continue sur [0, T].  Soit SF l'en- 

semble des points de ] O, T[  oh les fonctions t ~ u(t) et t ~ ¢(u(t)) sont ddrivables 

et ok u(t) e D(A). 

On a 

d ( du ) 
d--~¢(u(t)) = h , ~ t  (t ) Vt~.LP, VhEAu(t). 

et comme Az u~ est born6 dans L2(O, T, H) il en rdsulte que ux est de Cauchy dans 

C(E0, T];  H). 

Donc l im~oU z = u dans C([0, T ] ; H )  et lim~.~o(dua/dt ) = du/dt dans 

Lz(0, 7"; H) faible. On conclut ais6ment que u(t)~D(A) p.p. et (du/dt)+ A u ~ f  
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D~MONSTRATION DU LEMME 6. Soit gx(t) = Aau(t). On a Ig~(t) l ___ IA°u(t) l 
_-__ ] g(0] et ga(t) --* A°u(t)  p.P. sur ] 0, T[ ;  par suite g;.(t) --, A°u(t)  dans L2(0, T; H). 

D'autre part (d/dt)c~a(u) = (Azu, (du/dt)) p.p. sur ] 0, T[  et donc 

(bz(u(t2)) - tbx(u(tl) ) = Aau, dt ] Vtl, t2. 
t l  

Passant ~i la limite quand 2 ~ 0, on obtient 

c~(u(t2) ) - c~(u(tl) ) = A°u,  dt Vtl, t 2 . 
1 

Par cons6quent la fonction t ~(o(u(t)) est absolument continue. Enfin, soit 

to e ~ et soit h ~ Au(to). On a ~b(v) - ~(U(to)) > (h, v - U(to)) Vv ~ H. Prenant 

v = U(to ++_ 5), e > 0, on obtient apr~s division par a et passage ~t la limite quand e ~ 0 

d~b(U(to))= (h, dd~t to) ) .  

Supposant  f plus r6guli~re, on obtient des r6sultats suppl6mentaires. 

PROPOSITION 7. On suppose que f EL2(0, T;  H) avec f ' =  ( d f / d t ) E  

L:(O, T;  H)  et soit Uo cO(A) .  Alors la solution de (27), (28) vdrifie de plus 

(33) u est ddrivable d droite Vt E] 0, T [  

(34) u(t) ~ D(A) Vt ~ ] O, T [  

(35) d+u " " -~ it) + (Au(t)  - f ( t ) )  ° = 0 Vt E l0 ,  T [  

(36) 

(37) 

'+ul S --dT-(t) < ]f'(s) lds + (1 + ~) sup ]fl  + - -  
0 [o,t] 

Vt>O, Va>O, Vvo~K. 

(9(u) est ddrivable d droite en tout t ~ ] 0, T [  et 

d+u .[2 d + d+u 
--d-t-(t) + -~q~(u(t)) = ( f ( t ) , - - -~- ( t ) )  V t e ] 0 ,  Tr.  

Si  u o ~ D(c~), on a de plus l' estimation 

_dv(t) f '  1 d+u < [ f ' ( s ) lds  + sup If[ + x/~-(Uo) • 
o ~o,1  ,/~- 

Si  Uo ED(A), les propridtds (33), (35), (37) sont aussi valables pour t = 0 et on a 

T (t) < [(Au° - f (O))° [  + o [ f ' (s )[ds  Vt ~[-O,T[- 
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D~MONSTRATION Le point essentiel est la majoration (36); le reste en d6coule 

de mani~re standard (Cf [-8]). Reprenons l'approximation (29) 

Premikre estimation. D'apr~s (30) on a 

- -  ~(ux(t))dt < T sup If + ¥]Uo- Vo 
T o \[O,T] 

Seconde estimation. On a 

I )< Izl="') 
Donc 

Or la fonction 

fo rl du~ I 
I dt dt <= T tO.T~sup Ill + ~/~ ~d@(u~(O)). 

est d6croissante et donc 
 lfo t . v +  dt ( t )  - If'(s) id~ 

. T  

dt = - ~ ( t )  + t [f '(s) ids pour t < T. 

b f dt ( r )  <= [if(s)[ ds + sup if[ + - -  ~/¢(ux(0)). 
, o  to,T~ ~/~- 

Combinant ces deux estimations comme dans la d6monstration du Th6or6me 1 

on arrive ~t (36). 

4. Perturbations 

PERTURBATION [LIPSCHITZIENNE. Soit ¢ une fonction convexe s.c.i de H dans 

] - o% + ~ ] ,  ¢ ~ + o% A = a¢ et soit B une application lipschitzienne de H 

dans H. 

PROPOSITION 8. Pour tout Uo 6 D(A), il existe une fonction u ~ C([-0, + oo[ ;H) 

unique vdrifiant (8), (9), (10) et 

(38) d+u "" ~ {  (t) + (Au(t) + Bu(t)) ° = 0 pour tout t > 0 

Par cons6quent 

T dt (T) i ~ ti'(s) lds dt + T sup I/I + ,/7- 4¢(u~(O)). 
0 t . [ 0 , T ]  

D'ofl 
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(39) u(0) = Uo 

De plus, on a (du/dt)~L°~(6, T; H) VO < 6 < T < + oo. 

D~MONSTRATION. Soit Uo. ~ D(A) tel que uo. ~ uo. On sait qu'il existe u. solution 
de 

dun 
+ Au. + Bu. ~ 0 u.(0) = uo. 

dt 

De plus ] u . ( t ) -  u,(t)[ < Uo,,[ 

(co = constante de lipschitz de B) et doric lim u n = u dans C([0, T 1 ; H) 
n--~ -b OO 

Par ailleurs Bu, est born6 dans L 2 (0, T;  H) et l 'estimation (25) montre que 

du 6L2(6, T ;H)  V 0 < 6 <  T, u(t)~D(A) p.p. et 
dt 

du 
+ Au + Bu ~ 0 p.p. sur 10, T[ .  

dt 

Enfin comme (d/dt)(Bu)~ L2(6, T; H) on ach6ve la d6monstration grace ~ la 

proposition 7. 

Perturbation maximale monotone. 

Soient q~ une fonction convexe s.c.i, de H dans 1 -  ~ ,  + o 1 ,  ~b ~ + 0% 

A = Oq~ et soit B u n  graphe maximal monotone (B n'est pas n6cessairement un 

sous diff6rentiel). On suppose que D(A) c D(B) et que B es, t localement domin6 

par A i.e. pour tout uo~D(A) il existe un voisinage V(uo) de Uo, k < 1/2 et C 

tels que 

(40) [ B°u [ <= k [ A°u ] + C Vu E D(A) t~ V(uo). 

On sait alors (cf. [61, [81) que A + B e s t  maximal monotone. Soit P(t) le semi- 

groupe engendr6 par - (A + B) sur D(A). 

PROPOSITION 9. Si uo ~ D(A ) alors u(t) = P(t)uo ~ D(A) pour tout t > 0 et il 
existe c1, c 2 tels que 

(41) [(AP(t)uo + BP(t)Uo) ° [ < Ca + C2/t 

Dt~MONSTRATION. Sans restreindre la 

minn ~b = 0. Le probl6me approch6 

(42) d+ux dt + Aux + Bxuxr~ O, 

g6ndralit6, on 

u~(O) - -  Uo 

Vt > 0 .  

peut supposer que 
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admet  une solution d 'apr6s la proposi t ion 8. Comme A + B e s t  maximal  mono tone  

on salt (cf [2] theorem 2.1) que 

lim ( I + c t ( A + B ~ ) ) - l z  = ( I + c ~ ( A + B ) ) - l z  V ~ > 0 ,  V z E H  
2--*0 

et par  suite (cf [-3] theorem 3.2) 

lim u2(t) = u(t) uniform6ment  sur les intervalles born&.  
2~0 

Donc  il existe T > 0 et 20 > 0 tels que 

u 2 ( t ) ~ V ( u o ) p o u r O < t  < T et 0 < 2 < 2 o  

Gfftce h l 'hypoth6se (40) on a 

IB2 2(t) l = IBOu (t) l _< kla°u~(t) l + c <= k B2u~(t) I + --d?-O) + c 

d 'o/ t  il vient 

(43) IB2u2(t) l < --d-i - - ( t )  + 1 ~  

Soient 0 < a < b < T et soit Vo tel que ~(Vo) = O. 

Premikre estimation. On a 

Donc  

Vt~]O,T[, V~]O,~o[. 

dux ~, ) 
(0(%) - (o(u2(t)) >= -- -d~-(O - B2uz(t), Vo - ua(t) • 

f b f b  1 [2 qb(u~(t))dt < (Baua(t), Vo -- ux(t))dt + ~[ ux(a) - Vo 
a 

Or 

Par  cons6quent 

1 
(44) b -  a 

f, b 1 12 . < (B~vo, v o - uz(t))dt + ~ [uz(a) - Vo 

I .ol --< Ool + ( t -  a)lB%ol. 

f b 1 [2 
~ a  cP(uz(t))dt < (b - a) lB°vo [ 2 + b__Z__da [ ua(a) _ Vo 

Seconde estimation. On a pour  tou t  2 E ] 0, 20 [ 

(45) ._d_f._( < __C 
= 1 - 2 k  

+ - -  1 ; 1 - k  
~/-~-~ ~ ~ ~-k ~/-6~(a)). 
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Eneffet, multipliant (42) par (du~/dt) et int6grant sur ~ a, b[ il vient grace ~t (43) 

y bd u l I k fb dt 2dt Baux T dt + (D(u~(a)) dt 
= a = 1 - k  ~ dt 

c f b 
+-f--s-~ a d+UZdt dt + ~(ua(a)). 

Par suite 

)f  C ~ - b - a  ~l152kk [ [b I a+.~ 2at < _ _  + ,/~(.~(~). 
kJ~ [ dt = 21~ 

Enfin, comme l(d+ua/dt);~[ est d6croissant on en ddduit (45). 
Soit maintenant 0 < a < 0 < t < T. 
Appliquant l'estimation (44) avec b = 0 et le th6or6me de la moyenne on voit 

qu'il existe to ~ I-a, 0] tel que 

~(uz(to)) _-< (0-a)lB°vo[ 2 + ~ a  [ux(a)-Vo] 2. 

Ensuite l'estimation (45) pour a = to et b = t conduit ~t 

l---d-t- (t) I = 1 2--------~ q- ~/t - 0 x / ~ - - d  

Faisant tendre avers  0 et posant e = v/OIx/t - 0, on obtient 

----d~(t)l < 1 - 2k 

w > o, vt ~3o, r [ , v ~ ] 0 , ~ o [  

Enfin comme t ~ d+u~(t) Ies t  d6croissant on a 
--dT- I 

d+ux < C1 + C2 
---d-f --(t) = t 

Vt>0, V,~ e]0,2o[ 

off C1 et C 2 sont ind6pendants de 2. 

5. Applications 

Soit f2 un ouvert born6 de R" de fronti6re F r6gui~re et soit H = L2(fl). 
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Exemple 1 

Soit ~g ~ H2(f~), 

On d6finit sur H 
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~P _-< 0 p.p. sur F et soit K = {u e l l ;  u > ~t' p.p. sur fl}. 

~ - + o o  

u e H10(f~) n K si 

ailleurs 

I1 est clair que ¢ est une fonction convexe s.c.i sur H, ¢ 7~ + oo et on sait (cf [41) 
que D(A) = H2(~) n H~o(a) n K 

off 

Au = - Au + OtPk(u) 

f f EL2(~); f = 0  p.p. sur [u > ~ ] ]  
~k(U)  S et f < 0 p.p. sur [u = uL] 

Done pour tout Uo ~ D(A) = K il existe une solution unique du probl~me 

u(x, t) >= ~(x) 

on a 

(46) 

sur f2 × ] O , T [  

- A u  sur [u > W ]  
0t 

~+u 
& -max{AT, O} sur [ u = ~ ]  

u ( x , t ) = O  sur F x ] 0 ,  T [  

u ( x , O )  = Uo(X) s u r  

Bu ~ L~(b, T; L2(~))C~ L2(6, T; H1(fl)) 
~t 

u ~ C([0, T];L2(~)) t~ L2(O, T; Hi(E])) n C(]0, T] ;H '  (E~)) n L°°(6, T; H2(~)) 

V O < 6 < T <  +0% 

et pour tout t > 0 u(x, t) E H2(~). 

Si Uo ~ H~(~) n K alors on a de plus 

au EL2(0, T; L2(EI)); (47) u c C([0, T];  H~(Y2)) et -~ -  

si Uo e H2(fl) C~ Hlo(~) n K alors 

du 
(48) ueL°°(O,T; H2(O)) et --~-~ L~°(0, T; L2(D))nL2(O,T; H~(O)). 
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Exemple 2. 

Soit j u n e  fonction convexe s.c.i, de R d a n s ]  - 0% + oo], j ~ + m e t  soit 

~=aj .  
On d6finit sur H = L2(~) 

~(,~)= ~f lgradul~aX+ frJtu)drsiueH'(n)et j(u)~L'(r) 
~- + oo ailleurs. 

On v~rifie ais6ment que q~ est une fonction convexe s.c.i sur H, ¢ ~ + oo. On sait 

(cf [1]) que D(A) = { u a H 2 ( a ) ;  - @u/On)eft(u) p.p. sur F} et Xu = - Au. 

Donc pour tout Uo E D(A) = L2(£~) il existe une solution unique du problbme 

a+u 
- Au = 0 sur f~ x ] O, T [  

at 

au 
an ~ fl(u) sur F x ] O, T [  

u(x, O) = Uo(X) sur 

et u v6rifie (46). 

Si Uo e H l (~ )  et j (uo)eLl (F) ,  alors u v6rifie de plus (47); si Uo e H2(f~), 

(u0) e LI(F) et - (Ouo/On)~ fl(Uo) p.p. sur F alors u v6rifie (48). 

0 si r > 0  

Dans le cas particulier o/1 j(r) = + oo s i r  < 0 

on retrouve les indquations variationnelles paraboliques introduites par Lions- 

Stampacchia [10]; le probl6me correspondant h j(r) = [rl  a 6t6 6tudi6 par 

Duvaut-Lions [7]. 
Nous avons aussi obtenu (Cf [1]) des r&ultats de r6gularit6 dans les espaces 

L p pour ces probl~mes. 

AUTRES CHOIX POSSIBLES 

I. H = L2(f~)et  ¢ ( u ) =  /~" a ~ dx sur Wol'P(f~) conduit g l '~quation 

0__(1o  ,-2 a )  au E = 0; 
at ax~ \ I ax~ 

au 
H = H-X(f~) et ~b(u)= fa  j(u)dx conduit ~ l'fiquation - - ~ - - A ( f l ( u ) ) =  0. 
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APPENDICE 

REGULARISATION DES FONCTIONS CONVEXES 

Soit H u n  espace de Hilbert et soit ¢: H -~ ] - ~ ,  + 0o] une fonction convexe 
s.c.i. # 00. On pose pour 2 > 0 

(49) ¢2(u) = inf u - ¢(v) 
o~/t" 

PROPOSITION 10. ¢2 estune fonction convexe Frdchet diffdrentiable sur H et sa 
diffdrentielle Od?x coincide avec la rdgularisde Yosida (O¢)z = ( 1 - ( I  + 2~¢)-~)/2 

de 0¢. 

Le inf  en (49) est atteint pour v = Jzu = (I + 20¢)- ~u et doric 

D' autre part Ca(u) ~' ¢(u) quand 2 ~ 0 pour tout u e H. 

D~MONSTRATION La convexit6 et la diff6rentiabilit6 de Ca sont dfis h Moreau 
[11] (propositions 7b et 7d). I1 est imm6diat, d'apr~s la d6finition (49) que ¢2(u) 
crolt quand 2 d6croit. 

Pour montrer que lim2-,o¢z(u)= ¢(u) nous distinguerons deux cas. Si 
¢ ( u ) <  + o o ,  on a u~O(A)  (cf Remarque 4) et done lim2~odzU = u; &off 
lim2_, oinf¢(J2u ) > ¢(u). 

I1 r6sulte de l'in6galit6 

¢(J2u) < ¢2(u) < ¢(u) 

que 
lim ¢~(u) = ¢(u) 
4--*0 

Supposons que ¢ ( u ) =  +c~ et prouvons que l im2-.o¢2(u)= +0o;  sinon il 
existerait 20 ~ 0 et C < + 0o tels que 

1 
Cx,(u) < C, i.e..,- S -  [u - J2u  + ¢(J2°u) =< c .  

Comme ¢(Ja u) - ¢(v) > (f, J2u  - v) ( f  e 0¢(v)) on en d~duit que 

lim u -  J 2 u = 0 .  
2.-'* 0 

D'autre part ¢(J2 u) =< C et donc ¢(u) < C, ce qui conduit ~t une contradiction. 



534 H. BRI~ZIS Israel J. Math., 

BIBLIOGRAPHIE 

1. H. Br6zis, ProblOmes unilatdraux, J. Math. Pures Appl. (~t paraitre). 
2. H. Br6zis, M. Crandall and A. Pazy, Perturbations o f  non linear maximal monotone ,ets 

in Banach spaces, Comm. Pure Appl. Math. 23 (1970), 123-144. 
3. H. Br6zis and A. Pazy, Semi-groups o f  nonlinear contractions on convex sets, J. Functional 

Analysis 6 (1970), 237-281. 
4. H. Brdzis et G. Stampacchia, Sur la rdgularitd de la solution d'indquations elliptiques, 

Bull. Soc. Math. France 96 (1968), 153-180. 
5. F. Browder, Non linear operators and non linear equations o f  evolution in Banach spaces, 

Syrup. Nonlinear Funct. Anal. AMS Chicago 1968. 
6. M. Crandall and A. Pazy, Semigroups o f  nonlinear contractions and dissipative sets, 

J. Functional Analysis 3 (1969), 376-418. 
7. G. Duvaut et J. L. Lions, Livre ~t paraRre. 
8. T. Kato, Accretive operators and nonlinear evolution equations in Banach spaces, Syrup. 

Nonlinear Funct. Anal. AMS Chicago 1968. 
9. Y. Komura, Nonlinear semigroups in Hilbert spaces, J. Math. Soc. Japan 19 (1967), 

493-507. 
10. J. L. Lions and G. Stampacchia, Variational inequalities, Comm. Pure Appl. Math. 

20 (1967), 493-519. 
11. J. J. Moreau, Proximitd et dualitd clans un espace hilbertien, Bull. Soc. Math. France 93 

(1965), 273-299. 

INSTITUT DE MATHEMATIQUE 
FAGULT~ DES SCIENCES 11 QUAI S t BERNARD PARIS 5 ~ 


