PROPRIETES REGULARISANTES DE CERTAINS
SEMI-GROUPES NON LINEAIRES

BY
H. BREZIS

ABSTRACT
Let ¢ be a convex ls.c. function from A (Hilbert) into ] —c0, c0]and

D(p) = {u€ H; ¢p(u) < +00}. It is proved that for every wge D(¢p) the
equation — {du/dt)(t) € OP(u(2)), u(0) = up has a solution satisfying \(du(z)/dr)|
<(c1/t) + c2. The behavior of u#(¢)in the neighborhood of = 0and ¢ = 4 o0
as well as the inhomogeneous equation (du(t)/dt) + 0¢p@(t)) =f(t) are then
studied. Solutions of some nonlinear boundary value problems are given as
applications.

Soit H un espace de Hilbert sur R et soit ¢: H — |~ 0, + o] une fonction
convexe semi continue inférieurement (s.c.i.), ¢ =% + . On pose:

D(¢) = {ueH; d(u) < + o}
Au = d¢(u) = {feH; ¢(v) — ¢(w) = (f,v —u) YveH}
D(A) = {ueD{¢); Au # ¢}

A%y désigne I’élément de norme minimale du convexe fermé Au . Il est bien connu
que A est maximal monotone au sens de Minty et Browder et donc — A engendre
un semi-groupe continu de contractions S(t) sur D(4) (cf. [5], [6], [8], [9]).
Rappelons que pour tout u, € D(4), il existe une fonction unique u € C([0, + oo ; H)
vérifiant

(1) u est dérivable p.p. sur ]0, + cof
(2) u est dérivable a droite pour tout t > 0.
(3) u(t)e D(A) pour tout t>0.

dtu

4) 7 (t) + A%(f) = 0 pour tout t >0
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(3) u(0) = uo
du
(6) T(t) =< |A°u0| pour tout ¢t >0

On obtient S(f) en prolongeant par continuité & D(A) 1’application u, + u(f).
S(t)u, peut tre considéré comme la solution généralisée du probléme (4), (5);
toutefois dans le cas d’un opérateur A maximal monotone général nous ne savons
pas en quel sens (4) est vérifié. Nous montrons que si A = d¢, alors S(f) jouit
d’une propriété régularisante comparable en un certain sens a celle des semi-
groupes linéaires analytiques; plus précisément on prouve que méme si u, € D(A),
le probléme (4), (5) admet une solution ““forte’” dés que t > 0.

1. Le résultat principal.

THEOREME 1. Soit uy € D(A), alors S(N)uy € D(A) pour tout t >0 et de plus
on a

|uo—v]
t

Ve>0, ¥t>0, YoeD(A).

1 2
(7) | A°S(tuo | < (1 + €)| A%| + ( 28)

Autrement dit, pour tout uy € D(A), il existe une fonction uniqueu € C([0, + o[ ;H)
vérifiant

(8) u est dérivable p.p. sur 0, +oo[

(9) u est dérivable a droite pour tout t>0

(10) u(t)e D(A) pour tout t>0.

3
(11 ddtu (6) + A%u(t) = 0 pour tout t >0

(12) u(0) = u,
De plus on a

| 4o —v]
t

%l(t)' S(1+9)|4%]| + (1 +882)

(13)

Ve >0, Vt > 0, YveD(4).

REMARQUE 1. L’estimation (7) permet de conclure dans le cas olt A4 est li-
néaire que la fonction t + u(f) peut étre prolongée a un secteur du plan complexe
en une fonction analytique. Ce résultat n’est pas valable en général dans le cas
non linéaire et il serait intéressant de déterminer la classe (probablement assez
restreinte) des opérateurs non linéaires A donnant lieu a une telle propr été.
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REMARQUE 2. Lorsque u, e D(A), on retrouve (6) & partir de (13) en prenant
v = u, et en faisant tendre £ vers 0.

DEMONSTRATION DU THEOREME 1.

Unicité. Soient u; et u, deux solutions et soient 0 < ¢’ < t. Aprés soustraction
des équations (11) correspondantes, multiplication par u, — u, et intégration
sur Jt',t[, il vient

!“1(0 - “z(t)l < |"1(t') - uz(t')l

Faisant tendre t’ vers 0, on obtient u; = u,.

_ -1
Existence. Soit A, la régularisée Yosida de A ie. A, =I————«—(1:1A)

Soit u, la solution de 1’équation

%1?- +Au, =0, 1u,(0) = u,

On sait que pour tout uy € D(4), lim,,ou,(t) = S(Hu,.
Par ailleurs A, = d¢, ol ¢,(u) = inf, g {1/21|u—v |2 + ¢(v)} est une fonction
Fréchet différentiable sur H (cf. Appendice). Nous commengons par établir (13)

pour u, i.e.

a9 | % o]sa+o|as|+

(1 +6) |ug—v|
8 3

dt t

Ve>0, Vt>0, VveH

Pour simplifier les notations, on supprime dorénavant I’indice 4 et on cherche
a prouver (13) moyennant ’hypothése supplémentaire: ¢ est Fréchet différentiable
sur H et A = 0¢ est lipschitzien.

Soit v € H fixé et soit f = — Av; on a donc

o) — () = —(f,u—v) VYueH

Posant ¢(u) = ¢p(u) — ¢(v) + (f,u—v), il vient $(u) =0 YueH et $(v) = 0.
De plus, I’équation (11) s’écrit

(15) fi—'}(t) OB =F  VE>0
Premiére estimation. On a
19 60~ d) 2 EHu)o—u) = ( £ -G O.0-u0).

Or ¢(v) = 0; d’ol intégrant (16) sur ]0, T| il vient
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T T
f&(u(t))dtg f |f] [o—u(®]| de + 4] u(©) = o[> — 3| u(T) = o|?
0 4]
T
< |f|f |o— u(e) | dt + 4 |u(0) — o]?.
(4]

Par ailleurs

Iu(t) - S(t)v| = [u(O) - v|

et
|S@w —v| < t|Av| = ¢]f].
D’ou
T
fo Fw@dt = Tf||u(0) = o] +3T2|f | + 3 |u©) — o|?
< T2|f|2+lu(0)—v|2
Enfin, on a

(n %; fo u)dt < T|f]* + %!u(O)—v‘z

Seconde estimation. Multiplant (15) par du/dt et intégrant sur ]0, T[ on

r

(noter que d/dt d(u) = (0P(u), du/dt)).
Comme ¢(u(T)) = 0,0n a

r

obtient

du
dt

2 T
i+ 4 - 4oy = [ (151

du dt < $uO) + \/Tlfl(f:[%lzdt)%

Donc

([ 1% @) = vTIs1+ voaon:

Enfin, puisque |du/dt| est décroissant, on a

%(T)[ < \/—IT(LT du

2\ + ~—0
U ) < |f] + AW

JT

(18)
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PrReUVE DE (13). Soit ¢ >0 et soit 8€]0,¢[. Le théoréme de la moyenne
et I'inéquation (17) appliqués avec T = 6 montrent qu’il existe ¢y € [0, 8] tel que
Fu(te)) < 0|f P +1/0|uo — v

L’estimation (18) appliquée sur Iintervalle [t,,¢] au lieu de [0,T] conduit

71+ 2171 1 (] + L)
Jo

Ji—to NIEY

@0

AN

1A

(1 L) 1]+ —fao e,
Ji—0 JOi—6)

Enfin ¢ > 0 étant donné, on choisit

o te? Jo

T1& de sorte que

oot _ (1 + 32) 1
N/ Joe=o O °
on obtient alors (13).

Revenons au cas général oll ¢ est seulement supposé convexe s.c.i. Nous avons
¢tabli que:

d
I Auy(D) | = |52

[ug — v]
t

(t)‘ <(1+3)|A°v|+(1+8 )

Ve >0, Vit >0, Yve D(A).
Il en résulte que pour tout ¢ > 0 fixé, [Alu l(t)] est borné quand A — 0. Puisque
u;(t) - S(Huy quand A — 0, on en déduit que S(f)uy € D(A) pour tout t > 0 et

(g — v]

| A°S(D)uo| < (1 +8)| A% | + (—lig’i) "

Ye> 0, YVt >0, Yve D(A).

PROPOSITION 2. Soit uge D(A) et soit u(t)=S(t)u, ; alors la fonction t + $(u(?))
est décroissante, convexe et uniformément lipschitzienne sur tout intervalle
[6, +oo[, 6 >0. De plus la fonction t - ¢(u()) est dérivable a droite en tout
t >0et

4 by = - Vi > 0.

DEMONSTRATION Soitt>detsoit #>0.0na

B0+ 1) = 46(0) 2 (G0, e+ B = u00)
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et
d+
Pu(D) — Bt + 1) 2 —(Wu(wh), ) = u(t + 1))
Or ity
|+ m| s [SE0) < |42 o)
et [u(t+k)—u(t)|<k| (a)‘

Par conséquent [¢(u(t + h)) — ¢(u(t))] < h|(d+u/dt) (6)[2 et ¢(u(?)) est donc
lipschitzien sur [8, + oo [.

Ona lim (% u(t), M)—"—“@)

B0 h

2

o)

Par ailleurs, on sait (cf [6]) que la fonction ¢ +(d*/dt)u(t) est continue a
droite; donc

S|

h-0

lim (%:_u(wh),’i(‘_fM) -

On en déduit que ¢(u(r)) est décroissante (resp. convexe) puisque (d*/dt) ¢(u(?))
£ 0 (resp. (d/dt) ¢(u(?)) est croissante).

REMARQUE 3. Soit E(Au(?)) I’espace affine fermé engendré par Au(t) et soit
E°(Au(f)) 1a projection de 0 sur E(Au(t)).
Alors on a

— Z—:u(t) = A%(t) = E%A4u(t)) p.p. sur 10, +oo[.

En effet, supposons que les fonctions ¢ H u(t) et t = ¢(u(f)) soient dérivables en
t, et soit f € Au(ty). On a

¢(v) — P(ulte)) = (f,v —ulty)) VYveH.
Prenant v = u(t, + h), h > 0, on obtient apres division par h et passage 4 la
limite quand h — 0

9) = (£.550) = - (G0, F00)
Autrement dit

- %(to) est la projection de 0 sur E (4u(to)).
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2. Comportement de # au voisinage de 1 = 0 ef t = +c0.
On peut préciser le comportement de u(f) = S(Hu, au voisinage de t = 0.

PROPOSITION 3. Soit uy€D(A), alors ¢(u)eL*(0,8) V§ > 0.
On a ug € D(¢) si et seulement si
dtu

2 .
€ L0, 5;H) Vs > 0.

Dans ce cas, u vérifie

so - o) = [ | GEO[as w0

En particulier si uge D(¢p) on a ¥t >0
datu (t)‘ < VP(uo) — ¢u(®) | u(®) — uo
dt = —~ ’ -
Jt Jt
lim @(u(D)) = ¢(uo).

t—=0

| < oGy = a0)

et

REMARQUE 4. On notera que D(A4) < D(¢) et D(A) = D(¢).
En effet soit u € D(¢) et soit u, = (I + e4)~u.
Ona

00 - o) 2 (“52, =

&

puisque u — u, appartient & ed¢(u,). Par ailleurs ¢(u,) = ¢(@) + (f,u, — v) ot
f €0¢(v). Il en résulte que u, est borné et donc lim,,ou, = u. D’ ot u € D(4).

DEMONSTRATION DE LA ProPosITION 3. 1l -est immédiat, grice a (17), que

¢(u) € L'(0,8). Supposons d’abord que uy e D(¢) et reprenons I’approximation
introduite dans la démonstration du Théoréme 1. On a alors

2

du, it

dt

82(00) = B:050) = |
J O
8:(0) = o — TP + 80w

avec
Joo= I+ 14)~ .

Par suite
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i@

(19) ¢(L(9) +

dt £ ¢x(uo) = P(uo).

Mais J,u,(6) » u(d) quand 41— 0 et donc passant & la limite dans (19) quand
A—>0,0na

dgu——eLz(O §; H)
avece
J du 2
(20) P(u(d) + | At = duo).

Réciproquement. Supposons que (du/df) e L*(0,5; H).
Gréace a la proposition 2 on a

1) $u(s)) = () + f ] 1d¢ pour 0 < s < 5.

Le second membre de (21) étant borné quands -> 0, on en déduit que u, € D(¢h)
et de plus

4 du 2
22) s = o) + [ |57 e
Comparant (20) et (22) on obtient
du |?

$(ug) — Pu(d)) = j 0

d’ou il résulte que

lim $u(®)) = P(uo)-

t—=0

Par ailleurs

lu(t)—uolgfl <s>|ds_w[f |T<s)]ds] NNC ET.C0)

REMARQUE 5. Les estimations établies & la proposition 3 sont ‘‘assez’’ précises.
En effet considérons sur R I’exemple suivant:

Lsiu>0

L siu=0 —uf”
dw=4q 7 o(u) = {
+ oo siu<0 ¢ sius0

avecO0<p<1 .
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On vérifie aisément que pour u, > O on a

u(t) = S(ue = [ud 7+ (2 — pje-»
et
‘fi—l:(t) = [ud P+ (2 — py]eV/en,

Pour u, = 0 on a u(f)=0(t"*"Pyet (du/dt)(1)=0?~V2~P) p pouvant étre
choisi arbitrairement voisin de 0.

Comportement de u au voisinage de t = +co. On suppose maintenant que
¢ atteint son minimum et que ming ¢ = 0. Soit K = {ve H ; ¢(v) = 0}.

PROPOSITION 4. Soient ugeD(A) et u(t) = S(tyu,. On a

+
Z—E(t) |§ —f dist(ug, K) V¥t >0

et [ “Pp(u(t)dt < % [dist(ug, K)]?
D’oi en particulier ¢(u(t)) < 1/2t [dist(uq, K)]*.

DEMONSTRATION. Soit v, € K; prenant v = vy et ¢ = 1 dans (13) on a
2
(t) | <= lug—vo| VooeK

(noter que A%, = 0).
Par ailleurs, appliquant la premiére estimation de la démonstration du Théoréme
lavecv =vget f =0ona

T
f d(u(t)dt < —;| 1o — o |? Yo,eK, YT > 0.
o]
Enfin, comme la fonction ¢ + ¢(u(?)) est décroissante, on a
T
T$(u(T)) < f ).

REMARQUE 6. Les résultats de la proposition 4 ont été obtenus comme *‘sous
produits’’ des techniques du §1 et nous n’avons pas cherché a obtenir les majora-
tions les meilleures. Ces estimations semblent toutefois assez précises; en effet
considérons sur R ’exemple suivant

o(u) = %[ul", dp(u) = |u|”"2u avec p = 2.
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Ona
ut) = S(uy = up[1 + (p — z)t‘u()‘p—z]—u(p_z)
et
d - - - -
71;'(0 = |uo|?2uo [1 + (p — 2t |u, P72+ /2D
Donc

%_(t)l = ()(g ‘(1+1}(P—2))) et ¢(“(t))=0(t_(1+2}(p—2)))

p pouvant étre choisi arbitrairement grand.

I serait intéressant de déterminer si en général du/dte L'(5,+c0; H) 6 >0;
ce qui impliquerait que lim,_, , ., u(f) existe. Notons a ce propos que si ¢ vérifie
la propriété* “‘pour toute suite bornée x, telle que ¢(x,) — 0 on a liminfd(x,, K)
= 0" alors lim, ., , ., u(?) existe.

Eneffet,sit’ > tona

dist(u(t),K) < |u(t) —v| < |u@®)—v| VveK
et donc dist (u(?), K) } 0.

De plus

|u(t) — u(®)| £ |u(t") — Projgu() | + |Projxu(t) — u(?)|
< 2| u(t) — Projxu(t) | = 2dist(u(r), K).
Par conséquent u(f) est de Cauchy quand ¢t —» + 0.

3. Equation avec second membre. On suppose pour simplifier que
min g¢ = 0 (on peut toujours se ramener i ce cas).

PROPOSITION 5. Soient f € L¥(0, T; H) et uy € D(A). Alors il existe une fonction
u e C([0, T]; H) unique vérifiant

(23) u est dérivable p.p. sur 10, T[
(24 u(t)e D(4) p.p. sur 10, T[
(25) %ey((s, T;H)Y Yo<o<T

avec (f3|(du/di))|?dDt < 2f3|f|2dtyE + (1] /8) [uo — vo| Vo€ K.

* Si H est de dimension finite cette propriété est toujours vérifi€e.
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(26) la fonction t v ¢(u(t)) appartient a L1(0, T) et elle est continue sur
10, T ; plus précisément la fonction t - ¢(u(t)) est absolument
continue sur [, T]V0<d < T, et

du|> d d
7':— + o = (f, 71;) p-p. sur 10, T[
X)) ‘;—:’+(Au—f)° =0 p.p. sur 10, T[

(28) u(0) = uy

Si de plus ugeD(¢), alors on a duldte L*0, T; H) avec (g |(du/dr)|*dt)*
S (Jo|f[7dD* + (d(uo))* et la fonction t = d(u(2)) est continue sur [0, T].

REMARQUE 7.
Avec les notations de la remarque 3, on a
du
SO+ EAu) - f@)F =0 pp. sur J0,T[
ie.
du .
W(t) + P1ojpiaueny S () —f(H) = 0 p.p. sur ]0,T[

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 5

On considére I’équation approchée

%’l +Au, =f sur [0, T]
29)
ul(O) = uo .

Soit vy € K fixé; comme ming ¢ = 0 on a ¢; = 0 sur H et ¢,(v,) = 0.

On reprend les idées de la démonstration du Théoréme 1. On a

B:(00) = ) = (SO — 3(2), v, — (1)

et par suite
T T 1
[, et s [ 101 [0 = vo] e+ 50 = vo
Retranchant de (29) (dv,/dt) + A,v, = 0, il vient aprés multiplication par u; — v,:

1) = o] < o= v + [ 19| as.
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Donc

f:;rbi.(ul(t))dt < |uo— o | fOT, f@|de + J:'f(t)l( f ; l f(s)lds)dt
1 T 2
+ 2lup vl S (L |f(t)|dt) + o — o

T
< TJ‘ |7 Pt + o — vo |
1]
Soit

1 [T T , 1 ,
(30) T jo Ga(u,(N)dt = Jolf(t)l dt + 7|“o - Uol

Fixant 6 €]0,T] et appliquant (30) (avec T = J) ainsi que le théoréme de la
moyenne on obtient ¢, €[0,5] tel que

[
o) = [ O+ |ty = o

D’autre part, on multiplie (29) par du,/dt et on intégre sur ¢y, T[. Il vient
T du T du
j e f (7 Gt )+ it
to T

0
Par conséquent
T
“)'s
to

(.

o[ v
+ 4/ Ga(us(to))

Enfin

o ([

Passage a la limite quand 2 - 0.

du,l ) ‘ dt) < 2(J:|f(t)|2dt)% + —j—g[uo ~ 0o

Supposant d’abord u, € D(¢p) on a

J.: =f (,d“‘)dt+¢(uo).

et par suite (du,/dt)A est borné dans L*(0, T; H).
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Par ailleurs
%{ u,(t) — “#(t)}z < J:) ’Alul(s) — Aﬂuﬂ(s)[ {iAzul(s) — uAu,(s) l ds

et comme 4, u, est borné dans L*(0, T; H) il en résulte que u, est de Cauchy dans
C([0,TT; H).

Donc lim,,ou; = u dans C([0,T]; H) et lim,,,(du,/dt) = du/dt dans
L*0, T; H) faible. On conclut aisément que u(t) € D(4) p.p. et (du/dt) + Ausf
p.p. sur |0, T[.

De plus, on a grace a (31)

@ ([ ) s 2 ([ vopa) s j;-|uo._uo|

Enfin dans le cas général ol uy € D(4), on considére une suite ug, € D(¢) telle
que ug, = uy dans H. Soit u, la solution correspondante de 1’équation

du,
dt

+ Au,af p.p. sur ]0,T[, u,(0) =u,_,.
11 est immédiat que
|un(t) - um(t)I < Iu0n — uOmI Vte [0, T]

Par conséquent lim ,_, , ,, u, = u dans C([0, T]; H); u vérifie (23), (24), (25), (28) et

du

FT Ausf p.p. sur ]0,T[.

Enfin les propriétés (26), (27) et la remarque 7 découlent aisément du
LEMME 6. Soit ueL*0,T; H) tel que (du/dtye L*0,T; H) et u(f)e D(A)
p.p. sur |0, T[.

On suppose qu’il existe g€ L*0,T; H) tel que g(t)€ Au(t) p.p. sur ]0,T[;
alors la fonction t & ¢(u(t)) est absolument continue sur [0,T]. Soit & Den-
semble des points de 0, T[ ot les fonctions t - u(t) et t v ¢(u(t)) sont dérivables
et on u(t) € D(A).

On a

06 = (b2 ) e, e
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DEMONSTRATION DU LEMME 6. Soit g,(t) = A;u(?). On a |gy(t)| < |4 u(?)|
< | g(® I et g,(t) > A%u(f) p.p. sur ]0, T[; par suite g,(f) > 4%u(t) dans L*(0, T'; H).
D’autre part (d/dt)¢,(u) = (A,;u,(du/dt)) p.p. sur ]0, T[ et donc

b)) - o ue) = | (e Gr)ar v, o

Passant a la limite quand A4 — 0, on obtient

(12

B = dtue) = | (4%, Gr)ar Ve,

it

Par conséquent la fonction ¢ +> ¢(u(t)) est absolument continue. Enfin, soit
to €L et soit he Au(ty). On a ¢(v) — d(u(ty)) = (h,v — u(ty)) Yoe H. Prenant
v=u(t, + ¢), ¢ > 0, on obtient aprés division par ¢ et passage 4 la limite quand ¢ — 0

d du
otutto) = (1 G60).
Supposant f plus réguliére, on obtient des résultats supplémentaires.

PROPOSITION 7. On suppose que feL*O0,T;H) avec f' = (df]ldt)e
L0, T; H) et soit uyg € D(A). Alors la solution de (27), (28) vérifie de plus

33 u est dérivable a droite vie]0,T[
(G4 u(f) e D(A) vte]0,T[
(35 d—;;(t) + (Au() —f(H)° =0 viel0,T[
tL 14+e*\ Jug—1o]
(36) ] (t)’ J0|f(s)|ds+(1+e)[g%>|f|+( . ) "

Yt >0, Ve >0, Yo,ekK.
37 ¢(u) est dérivable & droite en tout te]O, T[ et

L]+ &gy = G0, G ) vielo, T

Si uy € D(¢), on a de plus Iestimation
d*u . |
SEO| = | 1O lds+ sup [f] + — Vo).
dt 0 10.1] ”
Jt
Si ug € D(A), les propriéiés (33), (35), (37) sont aussi valables pourt = O et on a

i;t—u(t)[ < |(Aug — £(0))°| + fo |F'()|ds  vee[0,T[
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DEMONSTRATION Le point essentiel est la majoration (36); le reste en découle
de maniére standard (Cf [8]). Reprenons 1’approximation (29)

Premiére estimation. D’aprés (30) on a

1 T < 2 1 R
7 |, 9t s 7 sup [1]) + o —vo]

2 \%
@)

dt T sup |f|+ T /éux0)).
[0.7]

Seconde estimation. On a

(J.

T
T

J

1A

([} )"+ oo

Donc
du,
dt

Or la fonction
d duy

t
Lo | [ ol
est décroissante et donc

dul du,l

2 | s

(t) ’ ftT If’(s)|ds pour t < T.

Par conséquent

ri%em| s [([ ol T+ T 30
D’ou

dul (T) ! “

Combinant ces deux estimations comme dans la démonstration du Théoréme 1

+ -1 /a0y
JT

on arrive a (36).

4, Perturbations

PERTURBATION ;| LIPSCHITZIENNE. Soit ¢ une fonction convexe s.c.i de H dans
]— o, + ]}, ¢ # +o0, 4 = 0¢ et soit B une application lipschitzienne de H
dans H.

PROPOSITION 8. Pour tout uy € D(A), il existe une fonction u € C([0, + o[ ; H)
unique vérifiant (8), (9), (10) et

d+

(38) (t) + (Au(t) + Bu(t)® = 0 pour tout t >0
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(39) u(0) = up
De plus, on a (du/dt)e L*(5, T; HHV0 <6< T < + oo.

DEMONSTRATION. Soit u,, € D(4) tel que ug, — u,. On sait qu’il existe u, solution
de

d;t" + Au, + Bu,50  u,(0) = uy,

un(t)— um(t)l = ewtl Uon — uOml

(o = constante de lipschitz de B) et donc limu, = u dans C([0, T]; H)

n=>+ o

De plus

Par ailleurs Bu, est borné dans L?(0, T'; H) et I’estimation (25) montre que

%‘tieLz(a,T; H) Yo<d<T, u()eD(A) p.p. et

%+Au+Bu90 p.p. sur ]0, T[.

Enfin comme (d/dt)(Bu)e L*(6,T; H) on achéve la démonstration grace a la
proposition 7.
Perturbation maximale monotone.

Soient ¢ une fonction convexe s.ci. de H dans | —o0, +®], ¢ # +o0,
A = 0¢ et soit B un graphe maximal monotone (B n’est pas nécessairement un
sous différentiel). On suppose que D(A) < D(B) et que B est localement dominé
par A i.e. pour tout u, < D(A) il existe un voisinage V{(u,) de uy, k<1/2 et C
tels que
(40) |Bu| < k| A% |+ C  VueD(4) N V(uy).

On sait alors (cf. [6]. [8]) que 4 + B est maximal monotone. Soit P(f) le semi-
groupe engendré par — (4 + B) sur D(4).

PROPOSITION 9. Si u,€D(A) alors u(f) = P(f)uy € D(A) pour tout t>0 et il
existe Cy, C, tels que

41 |(AP(fuo + BP(uo)° | £ C, + Coft ¥i>0.
DEMONSTRATION. Sans restreindre la généralité, on peut supposer que
ming ¢ = 0. Le probléme approché

d*u,
dt

42) + Au, + Bu, 30, u,(0) = uy
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admet une solution d’aprés la proposition 8. Comme 4 + B est maximal monotone

on sait (cf [2] theorem 2.1) que

lim (I +a(4+B) 'z=U+«Ad+ B) 'z Va>0, Vze H
1-0

et par suite (cf [3] theorem 3.2)

lim u,(t) = u(t) uniformément sur les intervalles bornés.
-0

Dong il existe T > 0 et 15 > 0 tels que
O eVugpour0 =t =TetO<iA<iy
Grice a I’hypothese (40) on a

d*u,
dt

| Bu(0)] < | Buy(n)| £ k| Au(®)| + C = k(|B,1u,1(t)l + ' (z)|) +C

d’ou il vient

k dtu, C
@ B0 = (7o) [0

—k

Vte]0,T[, VAe]0,4,[.

1
Soient 0 < a < b < T et soit v, tel que ¢P(vy) = 0.
Premiére estimation. On a
duy

300 = ) 2 (= GAO = B, v0 = 1,0).

Donc

b b 1
[, srar = [ B, w0~ wirat + 5@ = vo

b
1
< [ B0, v0 = wi)dt + 3 @) = vo

Or lul(t)—vo|§|u,1(a)—-vo[+(t—-a)lB°vO|.

Par conséquent

) [ iy < (b — @) B ? + 2
@ gz [ e S 6~ Bu] + | u@ - v

Seconde estimation. On a pour tout 1€]0, A,[

+u}.

d
dt

c 1 T
(45) , (b)l =1—x " e J 11_:‘2’% P ().
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Eneffet, multipliant (42) par (du,/dt) et intégrant sur ]a, b[ il vient grice a (43)

b 2 b b 2
d*tu, d k dtu,
< <
[ 15 =Ja | B | =1_kﬁ L\,
C d
+ ”l dt + (uy(a)).
1-k],
Par suite

d*u,
dt

(r 2"”) sOboa Ak e

Enfin, comme ](d +uA/dt)/1| est décroissant on en déduit (45).

Soit maintenant 0 <a <0<t < T.

Appliquant ’estimation (44) avec b = 0 et le théoréme de la moyenne on voit
qu’il existe t, €[a, 0] tel que

P(uy(to)) = (6 —a) I B%, IZ

1
+ g_al”i(“)_volz'

Ensuite ’estimation (45) pour a = t, et b = ¢ conduit a

(t)l— 7+ \/i—’\//ll:Zk(‘/B_alBov o +

ld = __] u,(a) — ”ol)-

0—a

Faisant tendre a vers 0 et posant ¢ = \/9/ \/ t — 0, on obtient

o) A/1— o 1+ 8%\ |ug — vo|
=S1-x” 1—2k(|B”°|+( : :

Ve>0, Vte]0,T[,VAe]0,4,[

dtu,(t) l est décroissant on a
dt

du,l

Enfin comme ¢ —

(z)| C, + C— V>0, VA€]0,2,[
ol C, et C, sont indépendants de A.

5. Applications

Soit Q un ouvert borné de R* de frontiére I réguitre et soit H = L3(Q).
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Exemple 1

Soit W e H*(Q), ¥ < 0 p.p. sur I et soit K = {ueH; u =¥ p.p. sur Q).
On définit sur H

J | gradu|?dx siue Hy(@Q) NK
d) =7
+ o0

ailleurs

Il est clair que ¢ est une fonction convexe s.c.i sur H, ¢ % + oo et on sait (cf [4])
que D(4) = HA(Q)N HYQ) NK

Au = — Au + 0¥, (v)

ou fel*Q); f=0 pp.sur [u>Y]
o (u) = { }
et f<0 pp. sur[u="¥]
Donc pour tout u, e D(4) = K il existe une solution unique du probléme
u(x,t) = ¥(x) sur @ x ]0,T[
+
aatu = Au sur [u > ¥]

0tu
—5; = max {AY,0} sur [u=¥]
u(x,t) =0 sur I' x ]O, T[
u(x,0) = uy(x) sur Q
ona

(46) ueC([0,T]; X(Q)NLX0, T; H'( Q)N CJ0, T]; H'(Q) N L°(5, T; H(Q))
ou

i eL*6, T; LXQ)NLYS, T; H(Q) V0<d< T < +0o0,
et pour tout t > 0 - u(x,t) e H¥(Q).
Si uo € Hy(Q)N K alors on a de plus
) we O[O, TT; H'@) et S-c 120, T3 LX@));
siuge HH Q)N HY(Q)NK alors

48) ue L0, T; H(Q)) et % e L*(0, T; LA Q)N L*0, T; H'(Q)).
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Exemple 2.

- Soit j une fonction convexe s.c.i. de R dans ]| —oo0, +00], j £ + 00 et soit
B =0j.
On définit sur H = L*(Q)

{f | grad u|dx + f jwdr si ue H(Q) et j(u)e L)
) =7 r

+ o ailleurs.

On vérifie aisément que ¢ est une fonction convexe s.c.i sur H, ¢ £ + o0. On sait
(cf [1]) que D(A) = {uc H¥Q); — (0ufon)e P(u) p.p. sur I'} et Au = — Au.
Donc pour tout u, € D(4) = L*(Q) il existe une solution unique du probléme

o u

N —Au =0 sur Q@ x ]0,T[
~ % ) sur T' x J0, T[
on ’

u(x,0) = uy(x) sur Q

et u vérifie (46).
Si uye H(Q) et j(ug) e L\(T'), alors u vérifie de plus (47); si ug € H¥(Q),
(uy) € L) et — (Buy/on) € B(uo) p.p. sur I alors u vérifie (48).

{0 sir=0
Dans le cas particulier ou j(r) = .
ans le cas particulier ou j(r) +oo §ir<0
on retrouve les inéquations variationnelles paraboliques introduites par Lions-
Stampacchia [10]; le probléme correspondant a j(r) = |r| a été étudié par
Duvaut-Lions [7].

Nous avons aussi obtenu (Cf [1]) des résultats de régularité dans les espaces

L? pour ces problémes.

AUTRES CHOIX POSSIBLES

P
H = L*Q) et ¢(u) = EJ aiul dx sur WgP(Q) conduit 3 1’équation
i Q i
w5 0 ﬁa”“ziu_)_o.
ot axi( ox; ox;)

o

o= AB(w) = 0.

H=HYQ) et ¢(u) = [o j(u)dx conduit a I’équation
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APPENDICE
REGULARISATION DES FONCTIONS CONVEXES

Soit H un espace de Hilbert et soit ¢: H— ] — o0, + 0] une fonction convexe
8.c.i. %400, On pose pour 1 >0

) b0 = int (Lu=o| "+ 400)

PROPOSITION 10. ¢, estune fonction convexe Fréchet différentiable sur H et sa
différentielle 0¢, coincide avec la régularisée Yosida (0¢); = (I—(I+19¢)~1)/A
de 0¢.

Le inf en (49) est atteint pour v = Ju = (I + 20¢)~'u et donc
1 2 }' 2
¢iu) = ﬂlu - Jz“[ + ¢(Ju) = 7|6¢1(u)| + ¢(J,u).

D’autre part ¢,(u) 1 ¢(u) quand 1 |0 pour tout u € H.

DEMONSTRATION La convexité et la différentiabilité de ¢, sont diis & Moreau
[11] (propositions 7b et 7d). Il est immédiat, d’aprés la définition (49) que ¢,(u)
croit quand A décroit.

Pour montrer que lim,_,¢,(v) = ¢(u) nous distinguerons deux cas. Si
d(u) < + 0, on a ueD(A) (cf Remarque 4) et donc lim,,oJu = u; d’ou
lim, o inf ¢(J3u) = $(u).

1 résulte de I’inégalité

o) = () = ¢(u)

que

lim ¢,(u) = ¢(u)
20

Supposons que ¢(u) = + oo et prouvons que lim,.,¢,(u) = +00; sinon il
existerait 1,— 0 et C < + oo tels que

¢, () £ C, ie. 2%~|u —J,Lul2 + ¢(J,u) = C.
Comme ¢(J; u) — ¢(v) = (f, J,u — v) (f €9¢(v)) on en déduit que
lim u-—J,u=0.
A0

D’autre part ¢(J; u) < C et donc¢(u) £ C, ce qui conduit & une contradiction.
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